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Welchen Einfluss hat die Verknüpfungsstruktur auf die Stabilität?
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Abbildung der Verknüpfungsstruktur → Verknüpfungsmatrix C
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Abbildung der Verknüpfungsstruktur → Verknüpfungsmatrix C

Gewichtsfaktoren:
cij ∈ {−1,1,0}

Eingang:
ui(t) = ∑

j6=i
cijxj(t− τ)
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Eingang:
ui(t) = ∑

j6=i
cijxj(t− τ)

Gewichtsfaktoren:
cij ∈ {−1,1,0}

Gesamt-System: ẋ(t) = a x(t)+b C x(t− τ)

mit Anfangsbedingung x(t0 +θ) = φ(θ), −τ ≤ θ ≤ 0 und x ∈ R
n, C ∈ R

n×n, a, b, τ ∈ R
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PSfrag replacements

e

1

stabil?
6

-1

−4

20

40

60

80

100

0.4

0.6

0.8

x 10

-3

2

3

4

5

0

1

2

3

4

5

6

7

8

10

−0.5

−1.5

−1

−2

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.02

0.01

-0.01

-0.1

0.1

0.2

0.3

0.5

1.5

500

1000

0.4

0.6

0.8

a

t

b

a

b

τ
τ0

∆
τ

x1

x2

τ0

δ∗

fR, fL

ω

Σ1

Σ2

Σ3

τ12

τ21 τ31

τ13

τ23

τ12

τ21

τ31

τ13

τ23

τ

PSfrag replacements
e
1

stabil?
6

-1−4
20
40
60
80

100
0.4
0.6
0.8

x 10
-3
2
3
4
5
0
1
2
3
4
5
6
7
8

10−0.5
−1.5
−1
−2

-1.8
-1.6
-1.4
-1.2
-0.8
-0.6
-0.4
-0.2
0.02
0.01

-0.01
-0.1
0.1
0.2
0.3
0.5
1.5
500

1000
0.4
0.6
0.8at

ba
b
τ

τ0
∆
τx1x2

τ0
δ∗

fR, fLω
Σ1
Σ2
Σ3τ12τ21τ31τ13τ23τ12τ21τ31τ13τ23τ

Modell des Netzwerks
Verschiedene Analyse-Methoden

Frequency-Sweeping-Test
Zusammenfassung und Ausblick

Stabilität im Frequenzbereich
Idee
Ergebnisse für das Netzwerk
Beispiel
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Stabilität im Frequenzbereich

Netzwerk-Modell:

M : ẋ(t) = a x(t)+b C x(t− τ) , τ = const.

charakteristisches Quasipolynom:

p(s, e−τs) = det
(

s I −aI −bCe−τs)= 0
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Stabilität im Frequenzbereich

Netzwerk-Modell:

M : ẋ(t) = a x(t)+b C x(t− τ) , τ = const.

charakteristisches Quasipolynom:

p(s, e−τs) = det
(

s I −aI −bCe−τs)= 0

M ist asymptotisch stabil. ⇔ Re(s∗) < 0 , ∀s∗ : p(s∗, e−τs∗) = 0
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Annahme: M stabil für τ = 0
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Annahme: M stabil für τ = 0

Stabilitätsbereich: M stabil für τ ∈ [0, τ)

τ := min
{

τ ≥ 0 | p(jω, e−jωτ) = 0 , ω > 0
}
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Idee

Annahme: M stabil für τ = 0

Stabilitätsbereich: M stabil für τ ∈ [0, τ)

τ := min
{

τ ≥ 0 | p(jω, e−jωτ) = 0 , ω > 0
}

totzeitunabhängig stabil: M ist stabil für alle τ > 0 .

totzeitabhängig stabil: M ist stabil für alle τ ∈ [0, τ) , τ < ∞ .
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Frequency-Sweeping-Test

τ := min
{

τ ≥ 0 | p(jω, e−jωτ) = 0 , ω > 0
}

gesucht: (ω∗, τ∗) : p(jω∗, e−jω∗τ∗) = 0
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Frequency-Sweeping-Test

τ := min
{

τ ≥ 0 | p(jω, e−jωτ) = 0 , ω > 0
}

gesucht: (ω∗, τ∗) : p(jω∗, e−jω∗τ∗) = 0

Berechnung:

1 Bestimmung von ω∗:
∣

∣

∣
λi

[

(jω∗ I −aI)−1 bC
]∣

∣

∣
= 1 , ω∗

> 0

2 Bestimmung von τ∗:

λi

[

(jω∗ I −aI)−1 bC
]

= e jω∗τ∗
, τ∗ > 0
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mit τ = const. ist genau dann
totzeitunabhängig stabil, wenn

PSfrag replacements

e

1

stabil?
6

-1

−4

20

40

60

80

100

0.4

0.6

0.8

x 10

-3

2

3

4

5

0

0 1

2

2

3

4

5

6

7

8

10

−0.5

−1.5

−1

−2

−2

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.02

0.01

-0.01

-0.1

0.1

0.2

0.3

0.5

1.5

500

1000

0.4

0.6

0.8

a

t

b

a

b

τ
τ0

∆
τ

x1

x2

τ0

δ∗

fR, fL

ω
Σ1
Σ2
Σ3

τ12

τ21

τ31

τ13

τ23

τ12

τ21

τ31

τ13

τ23

τ

Institut für Systemtheorie und Regelungstechnik Stabilitätsanalyse von vernetzten Systemen
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Das Netzwerk

M : ẋ(t) = a x(t)+b C x(t− τ)

mit τ = const. ist genau dann
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Das Netzwerk

M : ẋ(t) = a x(t)+b C x(t− τ)

mit τ = const. ist genau dann
totzeitunabhängig stabil, wenn

(i) a < 0 ,

(ii) b2 ρ2 (C) ≤ a2 und
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ρ(C) = max
i

|λi(C)| = 1
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Ergebnisse für das Netzwerk

Das Netzwerk

M : ẋ(t) = a x(t)+b C x(t− τ)

mit τ = const. ist genau dann
totzeitunabhängig stabil, wenn

(i) a < 0 ,

(ii) b2 ρ2 (C) ≤ a2 und

(iii) a+bRe [λi (C)] < 0 .
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Ergebnisse für das Netzwerk

Das Netzwerk

M : ẋ(t) = a x(t)+b C x(t− τ)

mit τ = const. ist genau dann
totzeitunabhängig stabil, wenn

(i) a < 0 ,

(ii) b2 ρ2 (C) ≤ a2 und

(iii) a+bRe [λi (C)] < 0 .
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|λi(C)| = 1

⇒ Stabilitätsbereich nur vom Spektralradius ρ(C) abhängig
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Das Netzwerk

M : ẋ(t) = a x(t)+b C x(t− τ)

mit τ = const. ist genau dann
totzeitunabhängig stabil, wenn

(i) a < 0 ,

(ii) b2 ρ2 (C) ≤ a2 und

(iii) a+bRe [λi (C)] < 0 .
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⇒ Stabilitätsbereich nur vom Spektralradius ρ(C) abhängig
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Ergebnisse für das Netzwerk

totzeitabhängige Stabilität:

τ = min
k

{

1
ωk

arccos

(

ωk Im(λk (C))−aRe(λk (C))

b |λk(C)|2

)}

mit

ωk =

√

b2 |λk(C)|2 −a2 , b2 |λk(C)|2 −a2
> 0 , k ∈ {1, . . . , n}
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Ergebnisse für das Netzwerk

totzeitabhängige Stabilität:

τ = min
k

{

1
ωk

arccos

(

ωk Im(λk (C))−aRe(λk (C))

b |λk(C)|2

)}

mit

ωk =

√

b2 |λk(C)|2 −a2 , b2 |λk(C)|2 −a2
> 0 , k ∈ {1, . . . , n}

Stabilitätsverhalten nur von den Eigenwerten der
Verknüpfungsmatrix λi(C) abhängig.

Parameterabhängige Stabilitätsaussagen für beliebiges
n-Knoten-Netzwerk möglich.
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symmetrisch:
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Übersicht

1 Modell des Netzwerks

2 Verschiedene Analyse-Methoden

3 Frequency-Sweeping-Test

4 Zusammenfassung und Ausblick
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Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung:

vernetzte dynamische Systeme mit Verzögerungen in der
Datenübertragung

Fokus auf Netzwerk-Topologie

notwendige und hinreichende Stabilitätsbedingungen für beliebiges
n-Knoten-Netzwerk
→ nur von den Eigenwerten λi(C) abhängig
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Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung:

vernetzte dynamische Systeme mit Verzögerungen in der
Datenübertragung

Fokus auf Netzwerk-Topologie

notwendige und hinreichende Stabilitätsbedingungen für beliebiges
n-Knoten-Netzwerk
→ nur von den Eigenwerten λi(C) abhängig

Ausblick:

Verallgemeinerung des Modells
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Spezialfälle

τ = min
k

{

1
ωk

arccos

(

ωk Im(λk (C))−aRe(λk (C))

b |λk(C)|2

)}

ωk =

√

b2 |λk(C)|2 −a2 , b2 |λk(C)|2 −a2
> 0 , k ∈ {1, . . . , n}

symmetrische Verknüpfungsstruktur C = CT :

reelle Eigenwerte

τ = 1√
b2λ2

max−a2
arccos

(

−a
bλmax

)

schiefsymmetrische Verknüpfungsstruktur C = −CT :

rein imaginäre, konjungiert komplexe Eigenwerte

τ = 1
2
√

b2ρ2−a2
arccos

(

1− 2a2

b2ρ2

)
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